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摘 要:核概率密度函数估计是对未知的概率密度函数进行估计的一种方法，其中关键是对核

函数的选取以及窗口宽度的确定．利用 Solve-the-Equation方法对窗宽中存在的二阶导数进行推导，
设计迭代算法得出在 Solve-the-Equation方法下的最优窗口宽度．在核方法确定的情况下，利用余弦
核函数对未知的概率密度函数进行估计，并对改进核函数进行估计，找到最优的余弦核函数，通过

验证得出改进后的核函数其估计精度和平滑度都有所提高．
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Abstract: Kernel probability density function estimation is a method to estimate unknown probability density
function，and the key of kernel probability density function estimation method is the selection of kernel function and
the determination of bandwidth． In this paper，the Solve-the-Equation method is used to derive the second deriva-
tive of the bandwidth，and the iterative algorithm is designed to calaulate the optimal bandwidth． Under the premise
of the determinate kernel method，cosine kernel is used to estimate unknown probability density function and make
an improvement． Ｒesults show that the new kernel function improves the precision and gliding property of kernel
density estimation．
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0 引 言

在统计问题中，概率密度估计的应用范围十分

广泛，可以通过概率密度进行运算和分析相关的统

计问题．本文主要应用非参数估计的方法，非参数估
计［1 － 2］也是应用较为普遍的概率密度函数估计方

法．在非参数估计中，核密度估计法在理论上是比较
完善的方法，因为它最终可以给出概率密度函数的

显式形式，所以被人们广泛地使用． 其中 Parzen 窗
核密度估计法［3］是常用的核方法，此方法利用核函

数叠加的思想去逼近真实的概率密度函数． 因为它
对某部分区间估计都可以得到较好精确度［4］，所以

适合整体估计．但是由于 Parzen 窗方法中出现的二
阶导数存在偏差，计算复杂度较高． 为了减小误差，
利用 Solve-the-Equation方法［5］对存在的二阶导数进
行近似推导，以此估计概率密度函数．这些方法在一
定程度上解决了估计曲线精度较差的问题．
核函数的选取以及窗口宽度的取值都影响着核

密度估计的精度．本文在运用两种核方法的条件下，
并对余弦核函数进行改进，减小其振幅，使渐进积分

均方误差值减小［6］，让核函数可以适应随机的样本

点，并与常用的余弦核函数估计效果做对比实验，从

而找到最优核函数．结果表明，此方法可以较好地估
计出真实的概率密度函数．

1 Parzen方法及窗宽的确定

1. 1 Parzen窗方法基本思想
设 X1，X2，…，Xn 是从一维总体 X 中抽出的独

立同分布样本，X具有未知的密度函数 f( x) ，x∈Ｒ，
则 f( x) ，f( x) 的核密度估计为

f̂( x) = 1
nh∑

n

i = 1
K x － Xi( )h

( 1)

式中: f̂表示概率密度函数的估计; n 表示样本数量;
h为窗宽; K( x) 为核函数．
选取的核函数要同时满足以下 3 条性质:
1) 非负性: k( x) ≥0，x∈Ｒ;
2) 对称性: K( x) = K( － x) ，x∈Ｒ;

3) 归一性: ∫
+∞

－∞
K( x) dx = 1．

在核密度估计中，对于给定的样本，窗宽 h是一
个重要的参数［7 － 12］．所以只要确定合适的窗口宽度
值，核方法就可以较好的去逼近真实的概率密度函

数．从式( 1) 可以看出，如果窗宽 h 值太大，那么就
会淹没了密度的细节部分，使得密度估计曲线过于

平稳，就会导致结果的分辨率太低; 反之，如果窗宽

h值太小，随机性的影响就会增加，那么就会掩盖密
度的重要特性，使得密度估计曲线波动较大，结果就

会变得很不稳定［13 － 15］． 因此，在有限样本个数的约
束下，确定一个最佳窗宽对核概率密度估计是至关

重要的．
1. 2 窗宽确定
关于窗宽的优化算法主要是基于积分均方误差

MISE( mean integrated square error) 最小化原则．

MISE( f̂( x) ) = E∫［f̂( x) － f( x) ］2dx =

∫［E f̂( x) － f( x) ］2dx + ∫var f̂( x) dx
( 2)

式 ( 2) 中分解后的第一项为 f̂ 的期望值与真实值之

间的偏差平方的积分，简称偏差，将 E f̂( x) － f( x) 记

为 Bias( f̂( x) ) ，第二项为估计值的方差积分，记为
方差．对上面式子进行求解可得到以下结果［16 － 19］:

Bais( f̂( x) ) 2 ≈ 1
4 h4［f ″( x) ］2∫t2K( t) dt ( 3)

var f̂( x) ≈ 1
nhf( x) ∫K2 ( t) dt ( 4)

AMISE( f̂( x) ) = 1
4 h4 ∫t2K( t) d[ ]t 2

［f ″( x) ］2 +

1
nhf( x) ∫K2 ( t) dt ( 5)

而 MISE ( f̂ ( X ) ) 的最小值可以由 AMISE ( f̂
( X) ) 的最小值近似求得．所以对式 ( 5) 中的 h 进行
求导，并令其一阶导数等于零便得到最优窗宽［20］

h =
∫K2 ( t) dt

n ∫t2K( t) d( )t 2∫［f ″( x) ］2d








x

1
5

( 6)

2 Solve-the-Equation方法和 ∫［f ″( x) ］2dx
的推导

在所得的窗宽 h表达式中，存在 f( x) 的二阶导
数，f ″( x) 表示密度估计函数各点的凹凸程度，如果

f ″( x) 直接用上述算法求得的 f̂ ( x) 二次求导来代
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替，会有较大的偏差． 因为一般情况下，上述算法求

得的 f̂( x) 的密度图像不一定具有良好的光滑性，曲

线局部起伏程度可能会很大，虽然 f̂( x) 和 f( x) 的偏

差可能不大，但是 f̂( x) 与 f ″( x) 则会出现较大的偏

差．所以如果能对 f̂ ( x) 进行适当的处理，就有利于

减小 f̂″( x) 与 f ″( x) 的偏差，使其变得更加平滑．

因此，为了减小 f̂″( x) 与 f ″( x) 的偏差，给出了
一种最优窗口宽度确定的方法，即 Solve-the-Equa-

tion方法．对 ∫［f ″( x) ］2dx进行适当的推导．此方法
为直接计算 f( x) 的二阶导数提供了方便，而且在理
论和实现上均较为简单．
通过计算可以得出在渐近积分均方误差达到最

小时的最优 Parzen 窗口宽度值． 式 ( 6) 中的

∫K2 ( t) dt和∫t2K( t) dt是可以通过计算得到的，对于
∫［f ″( x) ］2dx 计算比较复杂，所以本文利用
Solve-the-Equation方法来对其进行求解．

式子∫［f ″( x) ］2dx中的 f( x) 是待估计的真实概

率密度函数，其具体形式是未知的，对于∫［f ″( x) ］2dx
的计算不能依赖 f( x) ，在 Solve-the-Equation方法中

将式( 6) 带入式( 1) 得到 f̂h ( x) 代替∫［f ″( x) ］2dx中
的 f( x) ，因此∫［f ″( x) ］2dx≈ ∫［f̂″h ( x) ］2dx．
通过 f̂h ( x) =

1
nh∑

n

i = 1
K x － Xi( )h

，所以可以得到

f̂h
″ ( x) = 1

nh3∑
n

i = 1
K″ x － Xi( )h

． ( 7)

将式( 7) 代入 ∫［f ″( x) ］2dx可得
∫［f ″( x) ］2dx = ∫ 1

nh3∑
n

i = 1
K″ x － Xi( )[ ]h

2

dx =

1
n2h6∫ ∑

n

i = 1
K″ x － Xi( )[ ]h

2

dx ． ( 8)

表达式 ( 8 ) 即为 Solve-the-Equation 方法公式，
在此对其进行化简，由于

∑
n

i = 1
a[ ]i

2 = 2∑
n

i = 1
∑

n

j ＜ i
aiaj +∑

n

i = 1
a2
i ．

所以，

1
n2h6∫ ∑

n

i = 1
K″ x － Xi( )[ ]h

2

dx =

1
n2h6 ∑

n

i = 1
∫ K″ x － Xi( )[ ]{ h

2

dx +

2∑
n

i = 1
∑

n

j ＜ i
∫ K″ x － Xi( )h

K″ x － Xj( )[ ]h
d }x ．

其中令

Ｒi = ∫ K″ x － Xi( )[ ]h

2

dx，

Ｒij = ∫ K″ x － Xi( )h
K″ x － Xj( )[ ]h

dx．

选取 K( x) 为余弦核函数，其表达式通式为

K( x) =
Acos αx，x∈［－ 1，1］
0，其他{ ．

其中 A和 α为待定常数，当 A = π /4 和 απ /2 时
常用的余弦核函数．因为核函数具有归一性，所以得
到 A和 α的关系表达式

2 A
α
sin α = 1．

由关系式可知，α的取值影响着 A的值，为了让
估计值更加精确，图像更加光滑，本文对余弦核函数

进行改进．考虑减小振幅 A 的值，使峰值降低，同时
减小渐近积分均方误差值．因此，设这一类余弦核函
数在 Solve-the-Equation 方法下窗宽为 hg，其表达

式为

hg =
( α6 + α5 sin αcos α)

4( α2 sin α + 2αcos α － 2sin α) 2{ }M

1
5

( 9)

式中:

M = 1
nh6 2∑

n

i = 1
∑

n

j ＜ i
［Ｒij］+∑

n

i = 1
［Ｒi{ }］ ．

3 设计迭代并验证算法

由于在 Solve-the-Equation方法下最优窗宽是无
法直接得到的，因此要设计迭代算法寻找最优窗宽

值．构造函数 hg = F ( h ) ，将式 ( 9 ) 代入构造的函
数中，

计算最优窗口宽度值得迭代算法如下:

Step1: 设 hg = F( h) ，给定一个初值，其 h0 = s，
对于 s的初值确定之后会有阐述，然后初始化一个
极小值 κ．

Step2: 当 | h1 － h0 | ＞ κ时，循环执行下面步骤:
将 h1 的值赋予 h0，执行 h1 = h0 ; 令 hk + 1 =

F( hk ) + hk

2 ; k = 1，2，3…h． 直到 | hk + 1 － hk |≤κ 终

止 .
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Step3: 返回窗口宽度的最优值 hg = hk + 1 ．
窗宽表达式是依赖于函数 f( x) 的，但是不知道

它的具体形式，通常都假设它服从正态分布，经过计

算得 h = 1. 60σn
－ 1
5 ，其中 σ是样本观察值的标准差，

n是样本观察的个数，对于 s的确定通常认为

h = s = 1. 06σn
－ 1
5 ．

实验中随机生成符合标准正态分布的样本

1000 个，利用余弦核函数进行试验，得到如下结果

图 1 取不同 α值的估计效果对比

当 α = 0 时，余弦核函数表示为均匀核函数，所
以均匀核函数是这类余弦核函数的一种特殊情况，

但是由图 1 ( a) 可以看出均匀核函数的估计效果并
不好，偏差也是最大的．其中 α = π /2 为常用的余弦
核函数，图 1( b) 可以看出其估计的曲线与真实的概
率密度曲线有差异，波峰较为突出． 其中图 1 ( c) 、
图 1( e) 和图 1( f) 的估计效果都要好于图 1 ( b) ．但
是，图 1( d) 的估计效果最好，估计曲线与真实的概
率密度函数曲线也最为接近．因此，当样本量确定的
情况下，α = π /6 时为最优的余弦核函数．

表 1 标准正态分布下，此类余弦核函数各参数比较

α的等值 A的等值 hg 的值 AMISE( 10 －6 )

0 0. 500 0 0. 658 4 9. 849 4
π
2 0. 785 4 0. 525 1 8. 824 0
π
4 0. 555 4 0. 514 6 8. 712 6
π
6 0. 523 6 0. 490 1 8. 484 9
π
8 0. 513 1 0. 509 2 8. 563 8
π
10 0. 508 3 0. 510 5 8. 591 3

从表 1 中也可以看出当 α = π /6 时，此时的余
弦核函数的窗宽最佳，并且渐进积分均方误差的值

也是最小的，进一步验证了此时的核函数为最优核

函数．

4 结 论

由上述可知，在运用 Solve-the-Equation 方法所
确定的最优窗宽解决了传统窗宽中二阶导数存在的

误差，并且对未知的密度函数的估计效果较好．在核
方法确定的情况下，对余弦核函数进行改进实验，使

其适应随机的样本数据，也得到了更好的估计效果．
因此，在核概率密度函数估计中，使得核函数的选择

范围变得更加广泛．
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